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129 
Es wird gezeigt, daß sich der klassische Satz von Holditch [1] in der Weise auf 
Raumkurven übertragen läßt, daß er bei Einführung einer geeigneten Metrik für die 
Normalprojektion auf eine beliebige Ebene des Raumes gilt. 
I 
Werden die Punkte X einer geschlossenen Kurve des euklidischen Raumes von 
drei Dimensionen auf ein orthonormiertes Dreibein {O; e1, e2, e3} bezogen, wird also 
~ 
OX = e1X1 + e2x2 + e3x3 = x 
gesetzt, so stellt 
(1) vx=pxXdx 
den "Flächenvektor" der Kurve dar, wobei das Integral über die geschlossene Raum-
kurve zu bilden ist. Diesem Vektor kommt folgende Bedeutung zu: Der Normalriß 
der Kurve - die Projektionsrichtung sei durch den Einheitsvektor e gegeben - auf 
eine Ebene E ist wiederum eine geschlossene Kurve, die in E ein Gebiet vom Flächen-
inhalt Fx berandet. Hierbei gilt für das Skalarprodukt 
(2) e . Vx = 2 Fx . 
Zum Beweis kann man annehmen, daß E durch 0 geht und e3 = e ist. Für den Nor-
malriß ist dann 
xD=x-(e'x)e, dxD=dx-(e·dx)e. 
Mit der Gaußschen Formel für den Flächeninhalt geschlossener ebener Kurven er-
hält man 
und somit 
e . px X dx = 2 Fx. 
Mit (a b c) = a' (bXc) wurde hierbei das Spatprodukt (Determinante) der drei 
Vektoren a, b, c bezeichnet. 
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II 
Im folgenden betrachten wir im dreidimensionalen euklidischen Raum einen auf 
den Parameter t (Zeit) bezogenen, geschlossenen, zwangläufigen Bewegungsvorgang. 
Ihm kommt also eine Periode T zu, d.h. die von t abhängigen Größen, die ihn be-
stimmen, sind periodische Funktionen von t mit der gemeinsamen Periode T. Der 
bewegliche "Gangraum" R werde durch das orthonormierte Dreibein {0;e1,e2,e3} 
repräsentiert. Den festen "Rastraum" R' erfassen wir durch ein ebensolches Dreibein 
{0';e{,e;,e3'}. Wir denken uns den Ursprung 0 und die Vektoren ej von der Zeit t 
abhängig und setzen 
----> (3) 0'0 = u = e1U1 + e2u2 + e3u3. 
Differentialvektoren sollen sich in der Folge stets auf das Rastkreuz beziehen. 
Der reine Drehanteil des Bewegungsvorgangs erfüllt ein schief-symmetrisches System 
von Ableitungsgleichungen 
(4) dej=ejwk-ekwj (i,j,k=1,2,3zykl.), 
wofür wir kurz auch 
schreiben können, wenn wir noch den Drehvektor 
(5) W = e1 W1 + e2 W2 + e3 W3 
einführen. Dem Schiebanteil kommt der Vektor 
(6) { 
~ = du = e1 051 + e2 052 + e3 053, 
Wj = dUj + WjUk - WkUj 
zu. Für einen im Gangraum R befestigten Punkt X gilt mit Xj = konst. 
(7) 
(8) 
----> 
OX = x = e,x, + e2X2 + e3X3, 
----> ----> ----> 
O'X= 0'0 + OX= x' =u+x. 
Mit (4),(5) gelangen wir zu 
(9) { dx' =:... dx = e1 1;1 + e2 1;2 + e3 1;3' 
I;j = Wj + Wj Xk - Wk Xj. 
Kürzer können wir dafür mit (5), (6) auch schreiben 
(9') dx=05+wXx. 
III 
Wir wollen nun für die geschlossene Bahnkurve des Punktes X den Flächenvektor 
Vx im Rastraum R' und dann den Projektionsinhalt Fx berechnen. 
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Aus (1) folgt 
Vx =px'Xdx' =P(u+x) X dx 
und mit (9') 
(10) Vx =puxw +pxxw +pu X (wXx) +px X (wXx). 
Hierin ist das erste Integral als Flächenvektor v~ der Bahnkurve des Punktes 0 zu 
deuten: 
, ~ -
vO="j'uxw. 
Geben wir nun in R' durch e' mit e'2 = 1 eine Projektionsrichtung vor, so gelangen 
wir mit (2) zu den Projektionsflächen 
(11) 2 Fx = e' . vx, 2 Fo = e' . Va. 
Fo ist der Inhalt der Normalprojektion der Bahn des Punktes O. Die nächsten beiden 
Integrale in (10) führen zu einer Linearform in den Xi 
mit 
2 LBiXi = e'· pXXiii + e' ·pu X (wXx) 
2 Bi = e' . P(Wjek - Wkej) + 
+ e' . P[ Ui (ejwj + ekwk) - ei (UjWj + UkWk)] 
bei zyklischen Anordnungen i,j,k von 1,2.3. 
Schließlich liefert das letzte Integral in (10) eine quadratische Form in den Xi' Führen 
wir nämlich noch die Integralvektoren 
(12) Vi; =Pei Wj 
ein, dann folgt wegen der Geschlossenheit des Bewegungsvorgangs (Periode T) durch 
Integrieren von (4) erst einmal Vi; = Vj:' Es sei noch hervorgehoben, daß die Basis-
vektoren ei des Gangkreuzes nun stets in ihrer Abhängigkeit von t (gegenüber dem 
Rastraum R') aufzufassen sind. Somit ist also das letzte Integral in (10) 
px X (w X x) = x2 pw - P(xw) X = (I Vi:) (IxD - I Vi; XiXj' 
Nach Einführung von 
(13) 2 Fij = e' . Vi; 
gelangen wir zu 
(14) e' . px X (w xx) = 2 (F" + F22 + F33) (x~+x~+x~) - 2 IFijXiXj' 
Durch Zusammenfassung erhalten wir schließlich gemäß (10),(11) für die Projek-
tionsfläche der Bahnkurve des Punktes X den Ausdruck 
(15) Fx = Fo + LBiXi + <IFii) <Ixn - IFij Xi Xj' 
Hierin laufen die Summationen über i bzw. j jeweils von 1 bis 3. Die Xi sind die 
Koordinaten des im Gangraum festen Punktes X, bezogen auf das Gangkreuz. 
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(15) kann gedeutet werden als 
Satz: Alle Punkte X des Gangraums R, die bei einem geschlossenen Bewegungs-
vorgang für eine Projektionsrichtung e' zum gleichen Inhalt Fx (Projek-
tionsinhalt) der projizierten Bahnkurve führen, liegen im allgemeinen auf 
einer Quadrik. 
Durch spezielle Wahl des Gangkreuzes in R gelangen wir zu einer Normalform von 
(15): Wir setzen den allgemeinen Fall voraus und transformieren obige Quadrik auf 
Hauptachsen. Der Ursprung 0 ist in R so zu verschieben, daß sämtliche linearen 
Glieder verschwinden (Bi = 0). Durch passende Drehung des Dreibeins erreichen 
wir dann, daß keine gemischt-quadratischen Glieder auftreten. Unter Beibehaltung 
der bisherigen Bezeichnung finden wir 
(16) Fx = Fo + LAiX~' Ai = Fjj + Fkk • 
Die Gegenstücke zu obigem Satz und den Formeln (14),(15) gehen im Fall der 
ebenen Kinematik auf J. Steiner [2], [3] zurück. 
IV 
Auf der Verbindungsgeraden zweier verschiedener Punkte X,Y des Gangraumes 
wird durch 
( 17) Zi = A Xi + I-l Yi, A + I-l = 1 
ein weiterer Punkt Zerfaßt. Durch Einsetzen in (16) ergibt sich bei Bezugnahme auf 
das ausgezeichnete Gangkreuz 
(18) Fz = A2 Fx + 2 AI-l Fxy + 1-l2 Fy , 
wobei 
(19) Fxy=Fo+LAixiYi 
gesetzt wurde. Fxy kann als gemischter Projektionsflächeninhalt*) angesprochen 
werden. Wegen 
Fx - 2 Fxy + Fy = LAi (Xi _ y;)2 
läßt sich (18) auch in der Form 
(20) Fz = A Fx + I-l Fy - AI-l LAi (Xi - ya 2 
schreiben. 
Bei allgemeiner Lage des Gangkreuzes lautet diese Beziehung 
(20') Fz = A Fx + I-l Fy - AI-l {(LF ii ) (~)Xi - Yi)2) - LFij(xi - Yi) (Xj _ Yj)}. 
Entsprechende Formeln gelten bereits auch für die zugehörigen Flächenvektoren. 
*) Es gilt Fxy = Fyx, sowie Fxx = Fx. Die Polarform (19) entspricht dem gemischten Inhalts-
begriff H. Minkowski's. 
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v 
Mit dem geschlossenen Bewegungsvorgang und der Projektionsrichtung e' ver-
binden wir nun im Gangraum R eine Metrik, bei der der Abstand D(X,Y) zweier 
Punkte X, Y von R durch 
erklärt wird. Um stets reelle Abstände zu erreichen, wollen wir E = ± 1 wählen, je 
nachdem ob für zwei Punkte X,Y die quadratische Form 
LA; (X; - y;)2 ~ () 
ausfällt. Im indefiniten oder semidefiniten Fall seien Nullrichtungen von der Betrach-
tung ausgeschlossen. 
Bei allgemeiner Lage des Gangkreuzes ist 
(21') D2(X,Y) = E {(LFii ) (L(x; - y;)2) - LF;j(x; - Y;) (Xj - y)}. 
Durch Orientierung der Geraden XY läßt sich 
D(X,Y) = - D(Y,X) 
unterscheiden. 
Messen wir nun in IV die Abstände der drei kollinearen Punkte X,Y,Z in dieser 
Maß bestimm ung, so finden wir wegen 
D(X,Z) + D(Z,Y) = D(X,Y) 
die Darstellung der Parameter 
A = D(Z,Y) _ D(X,Z) 
D(X,Y)' ft - D(X,Y)' 
Damit geht (20) über in 
(22) Fz = A Fx + ft Fy - EAft D2 (X,Y) 
oder auch 
(23) F z = 1 (Fx.D(Z,Y)+Fy.D(X,Z))-ED(X,Z)·D(Z,Y). 
D(X,Y) 
Entsprechende Formeln der ebenen Kinematik sind bekannt. [3] 
VI 
Wir nehmen nun an, daß der zugrunde gelegte, geschlossene Bewegungsvorgang 
so beschaffen sei, daß sich auf der Bahnkurve des Punktes X von R auch noch ein 
weiterer, ebenfalls in R fester Punkt Y bewege, die gemeinsame geschlossene Bahn-
kurve also von zwei verschiedenen Punkten von R durchlaufen werde. Dann stimmen 
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die zugehörigen Flächenvektoren v~ und v~ und damit auch die Flächeninhalte Fx 
und Fy zur Richtung e' überein. Mit Fx = Fy folgt aus (23) nun sofort 
(24) Fx-Fz=ED(X,Z)·D(Z,Y). 
Hiermit ist eine Verallgemeinerung des Ergebnisses von Holditch [1] für Raum-
kurven gefunden. Es gilt der 
Satz: Eine Strecke fester Länge werde so bewegt, daß ihre Endpunkte X,Y 
gerade einmal auf einer vorgegebenen geschlossenen Raumkurve herum-
geführt werden. Ein Punkt Z der Geraden XY beschreibt hierbei ebenfalls 
eine geschlossene Raumkurve. Der Normalriß beider Kurven in einer be-
liebigen Projektionsrichtung e' führt zu zwei Projektionskurven, die ein 
ebenes ringförmiges Gebiet in der Projektionsebene begrenzen, dessen 
Flächeninhalt nach (24) nur von den Abmessungen der bewegten Strecken 
abhängen. Hierbei hat die Längenmessung im Sinne der durch den geschlos-
senen Bewegungsvorgang und die Projektionsrichtung bestimmten Metrik 
zu erfolgen. 
Durch eine Zweipunktführung, d.h. durch die Bewegung von X und Y auf einer vor-
gegebenen geschlossenen Raumkurve ist ein räumlicher Bewegungsvorgang noch 
nicht eindeutig bestimmt: Drehungen um die XY-Achse sind noch frei. 
Man kann sich von dieser einleuchtenden Tatsache sofort überzeugen, wenn man 
zur Vereinfachung das Gangkreuz so wählt, daß 
x = 0, y = e3Y3, z = e3z3 = [.t e3Y3 
gilt. Eine Drehung durch den Winkel cp sieht dann so aus 
(25) { 
C1 = e1 cos cp + e2 sin CP}, _ 
,. e3 - e3 · e2 = - e1 sm cp + e2 cos cp 
cp sei eine willkürliche Funktion des Parameters 1. Daraus folgt 
(26) { 
W1 = W1 cos cp + W2 sin CP} , 
'. W3 = W3 + dcp. W2 = - W1 sm cp + W2 cos cp 
Wegen (20') ist für Fx = Fy nun 
Fx - Fz = A[.t (F11 + F22 ) y~. 
Wir haben für das gedrehte System also nur die Größen F11 ,F22 zu berechnen. Mit (12),(25),(26) bestätigt man 
Da 93 = Y3, gilt somit auch 
Fx - Fz = A[.t (F11 + F22) y§. 
Der Winkel cp tritt hierbei überhaupt nicht in Erscheinung, kann also als beliebige 
Funktion von t gewählt werden. 
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